Campi vettoriali e loro proprietà

1-5

Consideriamo per ora situazioni nelle quali i Campi di cui si parla siano costanti (invariabili nel tempo).

1-5.1  In generale, le proprietà di un campo vettoriale risultano dalle risposte alle due domande:


1)- Il campo in questione è  Conservativo ?


2)- Il campo in questione è  Solenoidale ?

Richiamiamo brevemente il concetto di Conservatività.

(In ciò che segue l'Oggetto di "prova" è, per esempio, costituito da una carica elettrica di prova Q0).

1-5.2  Un campo di forza si dice Conservativo quando, preso un punto O come origine dei percorsi ed un punto P generico, il lavoro che le forze del campo compiono quando Q0 si sposta dal punto O al punto P,  è indipendente dal percorso seguito fra O e P ma dipende unicamente dagli estremi O e P del cammino stesso. 

Si può quindi anche dire che in un campo conservativo il lavoro compiuto dalle forze del campo (sempre quando  Q0 si sposta) è nullo quando il cammino risulta "chiuso" (O e P coincidono). (Si noti, per completezza, che non sempre è necessariamente vera l'affermazione inversa cioè che "quando il lavoro su un cammino chiuso è zero, ne consegue che il campo è conservativo". Ci sono esempi  nell'Elettromagnetismo nei quali, pur essendo il lavoro nullo su un percorso chiuso, non si può tranquillamente affermare di essere in presenza di un campo conservativo - vedi Forza di Lorentz   §{6-2.1}).

Se il campo è conservativo, è allora possibile associare ad ogni punto P del campo il valore che assume la grandezza (scalare) " Lavoro che le forze del campo compiono quando Q0 si sposta da O a P ". Per definizione si chiama Energia Potenziale di Q0 nel punto P  il suddetto  Lavoro cambiato di segno. L'Energia potenziale quindi ha per definizione le stesse dimensioni del Lavoro e quindi la stessa Unità di misura (nel sistema M.K.S.[S.I]: il joule). Assegnato il punto O , essa risulta funzione di P.  

Se  come origine dei percorsi si sceglie il punto  (anziché O)  l'energia potenziale associata  al punto P cambia (vedi figura F[1-5-2]a ). 




Chiamiamo :

LO P    il lavoro (che le forze del campo compiono) per portare Q0  da O a P;

LZ P   il lavoro per portare Q0 da  a P ed infine

LZ O  il lavoro per portare Q0 da Z ad O. 

Poiché il lavoro dipende solo dagli estremi del percorso, il cammino fra Z e P può essere qualunque e quindi anche un cammino che passa per O; risulta quindi  




LZP = LZO + LOP
[1-5--1]

Chiamiamo ancora :

WP O     l'Energia Potenziale (di Q0) nel punto P se si prende come origine dei percorsi il punto O; 

WP Z     l'Energia Potenziale sempre nel punto P se si prende come origine  Z ed infine   

WO Z     l'Energia potenziale nel punto O se si prende come origine Z .

Con queste nuove notazioni   la [1-5--1] si può scrivere (basta cambiare in essa tutti i segni):




WPZ= WPO + WOZ
[1-5--2]

La scelta dell'Origine dei percorsi ovviamente è arbitraria (essendo per ipotesi il campo conservativo)  e quindi nella [1-5--2] WPZ risente di questa arbitrarietà  (cioè del valore che in [1-5--2]) assume WOZ). Da qui l'affermazione che l'Energia Potenziale   è definita a meno di una costante arbitraria,   costante che nella [1-5--2] corrisponde a WOZ  , cioè alla scelta del punto da prendere come origine dei percorsi. Se non viene specificato diversamente si usa prendere come Origine un punto all'infinito, ponendo uguale a zero l'Energia potenziale all'infinito. Nell'uso pratico questa arbitrarietà risulta irrilevante perché ciò che occorre calcolare è sempre il Lavoro che le forze del campo compiono nello spostare Q0 dal punto A al punto B e questo lavoro risulta 




LAB =  WA - WB 
[1-5--3]

Infatti  WA = -L0A  ;  WB = - L0B  = -( L0A + LAB  )  da cui,  per differenza,  la [1-5--3]  qualunque sia il punto O preso come Origine dei percorsi.  Nella risoluzione di problemi ci si trova sempre di fronte al calcolo di differenze di energia potenziale.

1-5.2b  Relazioni fra F(x,y,z) e W(x,y,z).

Dalla definizione di Energia Potenziale si ha :  dW = - dL =  -(Fx.dx + Fy dy +  Fzdz).

Viceversa, compiendo uno spostamento dx parallelo all'asse x, abbiamo  dL =  Fxdx = - dW ; 
da cui   

      ,  e analogamente   

   .       [1-5--4]

che forniscono le componenti della forza F , quando sia nota la funzione W(x,y,z).
In maniera sintetica le relazioni precedenti  [1-5--4] sono scritte:


F = - grad(W)




[1-5--5]




Le relazioni precedenti si prestano ad una lettura interessante.

Si è detto che un campo è noto quando siano date le componenti dello stesso in funzione delle coordinate x,y,z ; per quanto detto qui sopra, il campo sarà pure univocamente determinato quando sia nota la funzione W(x,y,z) . E lo studio di essa fornisce informazioni basilari sul campo. Sia infatti data nello spazio la funzione  W(x,y,z) (in Figura F[1-5-2]b si è rappresentato un esempio semplificato che fa riferimento ad una W(x) funzione soltanto della variabile x); i suoi punti di massimo (in F[1-5-2] i punti A,B,C) e di minimo (i punti D,E), sono i punti in cui si annullano le derivate  (W / (x  (la tangente alla curva  W(x) risulta orizzontale); la derivata si annulla anche nei punti di flesso orizzontale (punto F nella figura); detti punti corrispondono quindi alle condizioni per cui Fx = 0. Di conseguenza i punti di massimo, di minimo e i flessi orizzontali sono punti di equilibrio per il campo in esame. Analizzando le derivate seconde in detti punti si ricava che i massimi (A,B,C) corrispondono a punti di equilibrio instabile; i minimi (D,E) a punti di equilibrio stabile; nei flessi (F) la condizione di equilibrio è più complessa: infatti se nella figura il punto materiale venisse spostato a sinistra, esso tenderebbe a ritornare spontaneamente nel punto di partenza, per cui  nel punto F l'equilibrio risulta stabile; per uno spostamento a destra invece il punto materiale tenderebbe ad allontanarsi indefinitamente da F e di conseguenza F stesso dovrebbe essere considerato punto di equilibrio instabile. Infine, se la funzione presenta un tratto rettilineo orizzontale, in tutto quel tratto la derivata prima risulta identicamente nulla (la tangente è orizzontale) e quindi  quella zona è di equilibrio indifferente (cioè spostando a destra o a sinistra il nostro punto materiale di prova, esso rimane indifferentemente in equilibrio).

1-5.2c  Come appurare se un campo di forze sia conservativo . 

Occorre appurare se il lavoro compiuto dalle forze del campo dipenda unicamente dagli estremi del percorso.

Se si conosce  la funzione  F(x,y,z) (cioè come le forze del campo dipendono dalle coordinate del punto) occorre appurare se 






dipende solo dai limiti di integrazione.

L'Analisi Matematica risponde al quesito dando le condizioni cui la funzione  F(x,y,z)  deve soddisfare: l'espressione   Fx.dx+Fy.dy+Fz.dz   deve essere un Differenziale esatto cioè deve esistere una funzione (scalare)  U (x,y,z)  tale che sia  F = grad(U) , ovvero , per esteso

    


dove  W(x,y,z) =  - U(x,y,z) è proprio la Energia Potenziale di cui si è parlato sopra  (ricordare le relazioni [1-5--4]).

E ancora l'Analisi Matematica  stabilisce che è  F = grad(U) = - grad(W) se le componenti di F (cioè  Fx ,  Fy , Fz )  soddisfano alle  relazioni seguenti:

    


[1-5-6]

Le relazioni precedenti [1-5--6] sono abbreviate nella locuzione: 

 il Rotore di  F  è uguale a zero  (Rot F=0) .
Le [1-5--6] esprimono la "conservatività" del campo in forma locale nel senso che descrivono le caratteristiche del vettore F punto per punto.

Per completezza si ricorda qui che le [1-5-6] esprimono la condizione necessaria per la conservatività. Non sempre però sono condizioni sufficienti.

Affinché siano anche condizioni sufficienti, deve essere verificata una condizione supplementare: che il dominio in cui è definita la F sia stellato 
(spazio semplicemente connesso).

�PAGE \# "'Pagina: '#'�'"  ��





_867398872.unknown

_919398732

_919399010

_867415680.unknown

_867466084.unknown

_867415305.unknown

_867398793.unknown

